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5. Amostragem. Distribuicdes por amostragem
1. Probabilidades e inferéncia estatistica

Procedimentos “complementares”
e Teoria da probabilidade: parte-se de determinado modelo e calcula-se a
probabilidade de certos resultados ou acontecimentos;
e Inferéncia estatistica: parte-se de observaces e procura inferir-se alguma
coisa sobre o modelo;
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Exemplo 5.1 — Considere-se um grupo numeroso de pessoas (por exemplo, 0s estu-
dantes matriculados no ISEG no ano letivo de 2001-2002) entre os quais ha uma
proporcao 6 que pratica desporto. Escolhem-se ao acaso, com reposicao, n pessoas,
sejan =10 ; se O fosse conhecido, seja, 0 = 0.3, podia haver interesse em calcular a
probabilidade de encontrar x praticantes, 0 < x < 10, nesse grupo de 10 pessoas, pro-
babilidade que se sabe ser determinada pela expressao,

(1960) 0.3%0, 710

Trata-se de um problema de probabilidades.

Pode no entanto suceder — e na pratica sucede quase sempre — que 0 seja
desconhecido; nesse caso interessa provavelmente ao observador utilizar o resultado
da amostra, nomeadamente a proporcao de praticantes de desporto na amostra, seja
x/10 (ou, no caso geral, x / n), para tirar conclusdes sobre a proporcao de praticantes
na populacao donde foi retirada a amostra.

Trata-se de um problema de inferéncia estatistica.
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2. Especificacdo. Amostragem casual

e Especificacdo de um modelo (universo)
Escolha de uma familia de modelos probabilisticos que se supGe vigorar no

universo. Esta escolha estara naturalmente sujeita a avaliacéo;

e Processo de amostragem / Amostragem casual
O processo de recolha da amostra (processo de amostragem) deve depender do
acaso. Apenas se vai ver um processo particular de amostragem aplicado a
populacdes supostas infinitas.

e Definicdo — Amostragem casual - Quando as n variaveis aleatorias observadas,
componentes do vetor (X,, X,,..., X,,), sdo [ndependentes e identicamente
distribuidas — simbolicamente jid — diz-se que se trata de amostragem casual.

o Cada X,,1=1,2,...,n, € uma “copia” da variavel aleatoria X
o Independénciaentreos X;,i=1,2,...,n.
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e Processo de amostragem aleatorio — os dados observados formam apenas um dos
muitos conjuntos de dados que poderiam ter sido obtidos operando nas mesmas
circunstancias;

A amostra de n observacdes que se observou, (X, X,,...,X,), € uma realizacio da

variavel aleatoria n-dimensional (X, X,,..., X,,).
o (X, X5, X}) Amostra aleatoria

O (Xyy Xy ey X)) Amostra observada

e O espaco-amostra, X, é o conjunto de todas as amostras passiveis de serem

selecionadas (subconjunto de R")

(Amostra 1
Amostra 2
Populagdo = 1 -
Amostra m
\...
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Exemplo 5.2. — Assuma-se que X (pratica ou ndo pratica desporto) &€ uma variavel de
Bernoulli de parametro 0, isto é

F, = {f(x]0) =0*(1-0)"*: x e{0,1},0 € © = (0,1) } — Modelo
Amostra casual (X, X,,..., X,,), sendo X, =1 (i-ésimo individuo da amostra é
praticante de desporto) ou X; = 0 (casocontrario).

Os X,,1=1,2,...,n,sdo iid com distribuicdo de Bernoulli de pardametro 0

Suponha-se que n = 3. O espaco amostra vem (8 elementos):

(0;0;0) com probabilidade  (1-0)?
(1;0;0)(0;1;0)(0;0;1) 0x(1-0)°
(1;1;0)(1;0;1)(0;1;1) 0%x(1-0)
1:41) 03

Como e 6bvio sO se observa, habitualmente, uma das amostras.
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5.3. — Estatisticas

e Definicdo — Estatistica
Uma estatistica € uma variavel ou vector aleatorio T(X,, X,,..., X, ), funcéo da
amostra aleatoria (X, X,,..., X, ), que nao envolve qualguer parametro desconhe-
cido.

e Comentarios

o Alideia é, sempre que possivel, condensar a informacao.
o Depolis de observar a amostra temos de estar em condicdes de atribuir um
valor a estatistica.

e Exemplo5.3.-Se (X, X,,..., X, ) € amostra casual de uma populacéo de
Bernoulli, a estatistica T,( X, ,..., X, ) =2, X, , ou simplesmente T,=>.. X, ,
representa 0 nimero de “sucessos” na amostra e a estatistica T,= >, X, / n indica
a proporcao de “sucessos” na amostra.



e Exemplo5.4-Se (Xy,X,,...,X,) € amostra casual de
populacdo normal N (u, %) com parametros y e o*
desconhecidos, sao exemplos de estatisticas unidimen-

sionails,
- 1 1
2iXi, X=-2;X, Y X7, - Y X7,

e de estatisticas bidimensionais,

(Zix, Xix7), (X X6 —X)32).
N&o sdo estatisticas as funcoes,

1 1 1

“YiXi—w, XX, XX
pois dependem de parametros desconhecidos.
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5.4. Distribuicdo da amostra e distribuicdo por amostragem da estatistica

(Amostra 1—> valort, para a estatistica T'(x,, X, ,...,
Amostra 2— valort, para a estatistica 7'(x,, X, ,...,
Populagdo = 1 -

Amostra m— valor ¢, para a estatistica 7'(x,, x,,..., X, )

X,)
X,)

n

e O comportamento probabilistico da estatistica T ( X, , X ,,..., X, ) € dado pela
respetiva funcéo de distribuicdo (funcdo densidade ou funcao probabilidade).
e Fala-se na distribuicdo por amostragem da estatistica T (X, X,,..., X,,).
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e Distribuicdo da amostra (funcao densidade ou funcao probabilidade conjunta):

f(x, %0, %) = [ f(x;10) tira-se partido da amostra ser iid
e Distribuicdo por amostragem da estatistica T' (X4, X5, ..., X,):
no caso de T ser variavel aleatoria continua, ou,
G(t10) = P(T < t) = Zapllliz1 £ (x:10)],
no caso de T ser variavel aleatoria discreta. Em qualquer das hipoteses,
A(t) = {(x1,X9,..., %) €E R T (xq1,%5,...,%,) < t},

e Para algumas situactes existem formas mais simples de obter a distribuicio por
amostragem da estatistica
Como obter a distribuicdo por amostragem de determinada estatistica?



Instituto Superior de Economia e Gestao

a) Assumindo que algumas condicdes de verificam é possivel, por vezes,
derivar a distribuicao exatade T (X, X,,..., X,,).

b)E geralmente possivel obter distribuicdes aproximadas (Teorema do
Limite Central)

c) Podemos utilizar o método de Monte Carlo (simulacdo) quando néo se

consegue chegar a uma solucéo analitica.

Exemplo5.5-Se ( X,, X,,..., X,, ) € uma amostra casual de uma populacédo de
Poisson, X ;~ Po(0 ), entdo, pelo teorema 5.3, tem-se T=2.. X ;,~ Po(nb ). Assim, a
estatistica T tem funcdo probabilidade,

-no t
g(t]0) = > (rl‘e) =012, 0>0.




Instituto Superior de Economia e Gestao

Exemplo 5.6 —Se ( X,, X ,,..., X,, ) € uma amostra casual de uma populacéo expo-
nencial, X ;~ Ex(0), entdo, pelo teorema 5.8, T =2, X; ~ G(n,0 ). Assim, a estatisti-
ca T tem funcao densidade,

e ne—ettn—l

g(t|0) = () , t>0, 6>0.
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5.5. Estatisticas de ordem. Distribuicdo por amostragem do maximo e do minimo
amostrais

e Amostra (X, X,,...,X,) onde X;~F(x), f.d.p.ouf.p. f(x).
Estatisticas de ordem: obtém-se ordenando a amostra: X1y < X3y < - < X(p.

Estatisticas: X(;) = min(X;) e X5,y = max(X;).

Distribuicdao do minimo: Seja G, (x) a fungdo de distribuicao de X4

Gi(x) = Pr|Xqy <x]=1-[1-F)]™
Se as v.a.’s sdo continuas, g, (x) = n[1 — F(x)]" 1f(x), g,(x) e f(x) sdo as f.d.p.’s.
Distribui¢do do maximo: Seja Gy, (x) a funcao de distribuicao de X,
Gn(x) = [F]™,
Caso as variaveis aleatdrias sejam continuas, g, (x) = n[F(x)]* 1f(x),

onde g, (x) e f(x) sdo as respetivas fungoes densidade
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Exemplo 5.7: Seja X um universo com distribuicao exponencial de
parametro A.
Distribui¢cdo do minimo da amostra, X;y: Como se sabe, X(1)~Ex(n4).
Distribui¢ao do maximo da amostra, X):
Amostra aleatoria (X, X5,,..., X;)

G,(x) = Pr(X(n) < x) =Pr(X<x)" = [1 — e‘lx]n,
que ndo é a funcéo de distribuicdo de uma exponencial.

Jn(x) = n/le_’”‘[l - e"u]n_l.
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5.6. Primeiros resultados sobre a média e variancia amostrais.
e Meédia e variancia amostrais

= 1 1 = 1 =
X ==%X §? ==-%,(X; = X)* =YL, X;* — X2

e Teorema— Se (X, X5,...,X,,) € uma amostra casual de populac¢do para a qual

existem média u = E(X;) e varidnciao? = Var(X;) (i = 1,2,...,n), tem-se,

ER)=pu Var(h) =2

n
e Comentarios:
o O teorema apenas exige a existéncia de u e de o2 (no universo).
o E(X) = u — o VE da média da amostra é igual 2 média da popula¢io;
o Var(X) = 02/n — quanto maior a dimensdo da amostra, menor a

variancia de X:
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e Teorema-Se (X{,X,,...,X,) é amostra casual de populacéo para
a qual existem média u = E(X;) e variancia g% = Var(X;) (i =
1,2,...,n), tem-se,

E(S?) =02,

n
e Os valores de S sdo, em média, inferiores a o2. A variancia
amostral subavalia, em meédia, a variancia da populacéo.
e (Correcao do problema — variancia corrigida definida por,

/ 1 %
§'% = -1 =1 (X — X)%.

n—
Evidentemente que,

E(S'%) = o2.



e Pode demonstrar-se que,

2 2 2
2N _ HMa—u;  2(Ua—245) | Ua—3HU5
Var(5§<) = ot

Recorde-se que u,, = E(X — n)"

n—3

Var(s'?) = %(/M - M%)» (n>1)

n—1
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5. 7. Distribuicdes por amostragem assintoticas

Em muitas situacOes nao é possivel obter distribuicdes exatas para as
estatisticas Y'; X;, X, S% ou S'#, mas podem obter-se distribuicdes
aproximadas.

Distribuicdo assintética da Média

Se (X1,X5,,...,X,,) € uma amostra casual de populacéo para a qual existem
média u = E(X;) e variancia a2 = Var(X;), pelo Teorema do Limite
Central

. 21{;1 Xi—nu X—u ’Ci :
Z, = o —oim N(0,1) , ou seja

2
_a o
X~N{(u—
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Exemplo 5.8 — Considere uma populacdo com distribuicdo Ex(0.2) da qual se extraiu
uma amostra de dimensao n. Compare a distribuicdo exata com a distribuicao
aproximada de X para uma amostra de dimensdo n = 10 e para uma amostra de
dimensdo n = 50.

Distribuicdo exata: X~G (n, 0.2n). Distribuicdo aproximada: XEN(S; 275)

0.3 0.6
0.25 4 0.5 A
0.2 A 0.4 A
0.15 A 0.3 1
0.1 4 0.2 1
0.05 A 0.1 1
0 ' ' . . 0 ¥ T r T
2 3 4 5 6 7 2 3 4 5 6 7
|— Exacta —Aproximada| | Exacta Aproximada |
n = 10— aproximacao deficiente n = 50—, aproximacéao aceitavel

Exemplo 5.9 — Considerem-se as variaveis aleatorias iid, X1, X5, ..., X309, cOM
distribuicdo uniforme no intervalo (0,10). Calcule P(X < 5,5)
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5.8 — Amostragem de populacao de Bernoulli. Caso de uma proporcgao
e Populacdo é composta por elementos de dois tipos: 0S que possuem e 0S que
ndo possuem determinado atributo ;
e Amostra casual (X4, X,,...,X,): n variaveis aleatorias independentes e
identicamente distribuidas, com funcéo probabilidade individual da familia
Fo={f(x|0) =06*(1-0)1"*:x € {0,1}, 0 <6 < 1}.
e funcéo probabilidade conjunta,

L f(x]0) = 0Z¥i(1 -9 Li¥, 0<6<1, x;€{01} i=12,...,n
e Interessa geralmente estabelecer a distribuicdo por amostragem de duas
estatisticas: ¥ = Y; X; e X =Y,X;/n,
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e Solucéo:
1- Y= Y;X; — soma de n variaveis aleatorias i.i.d. com distribuicdo de Bernoulli; logo Y~B(n; 0):

n
P(Y=y)=(y) Y1 -)""7Y, y=01,...,n,
PR =2)=P(Y =nz)= () 67(1 — o) Z:9 .
’ n'n""'n
2- Quando a dimenséo da amostra é razoavelmente grande, o teorema de De Moivre-Laplace

permite estabelecer,

Y—n6é a X-6 a
s ~ N0, —= ~NOD.

n

(Utilizar a correcdo de continuidade)
3- Por vezes, torna-se aconselhavel aproximar pela Poisson (lei dos acontecimentos raros)

Y = nX~Po(no)
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a

Exemplo 5.10 — Admita que uma instituicdo bancaria classifica os seus clientes
possuidores de cartdes de crédito em “maus” e “bons” riscos, conforme tenham ou
néo faltado a um pagamento nos Gltimos 2 anos. Suponha-se que a proporcao de
“maus” riscos (classificados por X = 1) € de 0,05 para as agéncias da zona de Lisboa.
Qual a probabilidade de se obter pelo menos 10% de maus riscos numa amostra de:

(a) 10 clientes;
(b) 50 clientes;
(c) 400 clientes?
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5.9 — Amostragem de populacao de Bernoulli. Caso de duas proporcoes
e 2 populacdes de Bernoulli com parametros 8, e 8, respetivamente.
Habitualmente, quer-se comparar as duas proporcoes 6, e 9, (por exemplo,
proporcéo de curas nos doentes tratados com o medicamento A e nos doentes
tratados com o0 medicamento B).
Nos estudos por amostragem esta diferenca (6,—6,) nunca pode ser
conhecida exatamente; A ideia sera recolher 2 amostras independentes (uma
de cada populacéo) e utilizar a estatistica X; — X, (a diferenca entre
proporcgoes observadas) para inferir sobre (6,-65).
e 2 amostras casuais independentes uma da outra:
o (X11,X12,+ -, X1m) = X1 = Xi%1 Xqi/m,
0 (X21,X22,...,X2p) 2 Xy = j=1X25/7,



e Distribuicdo por amostragem de X; — X,
o Peguenas amostra: Nao existe resultado exato que seja

“simpatico”
o Distribuicdo assintotica (amostras razoavelmente
grandes)
Teorema de De Moivre-Laplace,
% 4N (0, 2050) %, & (g, 2202

m n

Logo

X1—X,—(61—6>)

J91<1—91> L 02(1-62)
m n

~N(0,1).




Exemplo 5.11 — Retome-se 0 exemplo anterior e suponha-se que
a percentagem de “maus” riscos na zona do Porto é de 0,06.
Recolhidas amostras independentes nas zo- nas de Lisboa
(indice 1) e Porto (indice 2) de dimensdo 400 e 500
respetivamente, qual a probabilidade de se observar uma
proporcao maior de “maus” riscos em Lisboa do que no Porto?
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5.10. Populacdo normal: distribuicdo da média

e (Xy,X,,...,X,) amostra casual da populacéo normal, N (u, o%).

e Recorde-se que E(X) = u e que Var(X) = 6?/n . A medida que a
amostra cresce, a variancia de X diminui.

_ 2 7
o AssimX~N(u,%) ou :N‘%va(O,l).

e Exemplo 5.12 — Suponha-se que a duracdo das chamadas telefonicas
locais em determinada empresa pode ser bem aproximada por uma
distribuicdo normal com média igual a 17 minutos e variancia 25.
Qual a probabilidade de, numa amostra aleatoria de n chamadas, a
duracdo média se situar entre (a) 16 e 18 minutos e (b) 14 e 16

minutos?
Exemplificar paran = 25 e paran = 100.



5.11. Populacdo normal: distribuicdo da variancia
e (X{,X,,...,X,) amostra casual da populacdo normal, N (i, o%).

(Xi—p)?
0-2

e E possivel provar que Y1, ~XCo
e Demonstra-se que se (X, X5,...,X,;) € uma amostra casual de

uma da populacdo normal, N (u, 62), entédo,

ns? _ (n-1)s”? ¥ (Xi—X)? 2(n — 1)
o2 o2 - o2 X '
e A0 comparar 0s 2 resultados vé-se que se perde um grau de

liberdade por utilizar X em vez de u
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Exemplo 5.13 — Considere-se uma populacdo normal da qual se extraiu
uma amostra de dimensdo 25. Calcule a probabilidade do quociente entre
a variancia corrigida da amostra e a variancia da populacéo se situar entre

0,79 e 1,18.
5. 12 — Populaciao normal: racio de “Student”

® (X,X,,...,X,) amostra casual da populacdo normal, N (u, o2).

e Avariancia o2 é desconhecida o que desaconselha a utilizacéo de

_ o2 X—u _
% N(,u,n) ou L N©; D)
o Nesta situacao, utiliza-se o récio de “Student”,
X—p _ X-u _ _
S'/Nn S/Nn—1 tn—1)

e Este racio tem uma distribuicéo designada por t-“Student”
com (n-1) graus de liberdade (tabelas ou maquina)



Instituto Superior de Economia e Gestao

e A distribuicéo t-Student pode ter origem num caso mais geral:

U~N(0,1)
V~x?(n) =T = ~t(n)
U e V independentes vV/n

e funcao densidade de uma t-“Student” com n graus de liberdade:

n+1

f()—finf(l))(l+%)_7, —00 < t < +o0o.

e Simeétrica em torno de t = 0, abcissa que corresponde a moda (ordenada
maxima);

o EM)=0; Var(N =-= (n>2); 11 =0; ¥, =2 (n>4).

e Tende paraaN(0;1) quando n — co.
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0.03 ~

0.02 A

0.01 A

. : : 8 : . . 0.00
-6.0 40 -20 00 20 40 6.0 3.0 35 4.0 45

| — t65) —N(©5B3)] [—1(5) —N(©53)]

Fig. — Comparacéo da N(0,5/3) com a t(5), densidade e cauda direita
(as 2 distribuicbes ttm a mesma média e a mesma variancia)

30
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5.13. Populacdes normais: diferenca entre duas meédias
2 populagdes normais: X;~N(uy, 02) € Xo~N(liy, 05)
e 2 amostras casuais independentes (dimensdo m e n respetivamente)

(X110, X120, X1m) € (X1, X52,...,X50),

o1 o1
o EstatisticasX; = —X% Xy, e Xp ==X Xy

e Facilmente se conclui que,

X, — X,~N o |
1 2 251 .Uz;m -

(X1 — Xz) — (U1 — U2)

> = ~N(0,1)
of  of
m n

e O resultado anterior s6 tem aplicacdo quando as variancias das duas populacdes sao

conhecidas (problema semelhante ao que levou a introduzir do racio de “Student”)

31
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e Quando as variancias, embora desconhecidas, sdo iguais, pode recorrer-
se a outro resultado para estabelecer inferéncias sobre y; — u,.
Quando g# = g% = 2, tem-se

X1 —Xz — (Ug — U3)

1 1
Jm T

T =
\/(m — 1)5’% + (n — 1)S’§
m+n—2

~t(m+n—2)

* Quando as variancias das populacdes sdo desconhecidas e diferentes,
as inferéncias sobre u,; — u, tornam-se bem mais complexas.
o Amostras grandes — distribuicao assintdtica Normal: substituir as
variancias da populacao pelas variancias das amostras.

32




o Amostras pequenas (particularmente se m + n) —

aproximacao de Welch:

7 = (X1—X2)—(u1—p2) ’C‘l’t(r*),

)

Exemplo: Parte inteira de 2,73 € 2. A parte inteirade 1,1 é 1.

33
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5.14. Populacdes normais: relacao entre duas variancias

e Para inferir sobre a relacéo entre as variancias, o7 /0%, de duas
populac¢des normais independentes é natural pensar na estatistica
S'%/8'%.

e Sendo as duas amostras independentes, torna-se facil ver que esta
estatistica pode ser relacionada com quociente de duas variaveis
independentes com distribuicdo do qui-quadrado, ja que

(m=1si° > (n-1)s}"
U=————~x"(m-1) e V="——""

01 0,

~x*(n—1),

e Deste estudo resultou

_U/(m-1) _ '] o _ B B
= VD) — 52 of Fm—-1,n-1)
Em que a variavel F tem distribuicdo F-Snedecorcomm —1en —1
graus de liberdade.
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e Tal como a t-Student a F-Snedecor pode ser
definida num quadro mais geral

)
U~x*(m) U/m
V~x*(m) = F = V—/n’vF(m, n)

U e V independentes

1,
08 |
06 |
04 |

02 r

0

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4

FuncOes densidade de uma distribuicao F-Snedcor
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2 —
e E) =2 (n>2), Var(x)=—t2 (n>4),

-2 m(n—2)?(n-4)
e Tabela 8: valores F,, ,, . para alguns pares (m, n) e para
valores de € de emprego frequente — 0,05; 0,025 e 0,01 — tais

que X~F(m,n) = P(X > Fune) = €.

e Os valores indicados pela tabela 8 situam-se na aba da direita
da distribuicédo. Para obter valores na aba da esquerda, isto €,
valores F;, ,, . tais que,

X~F(mn) > PX <Epne) =&
tem de atender-se a uma propriedade da F-Snedcor que
estabelece,

X~F(m,n) =Y = %~F(n,m).
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Exemplo 5.14 — Suponha-se que os resultados do teste QI sdo bem modelados por
distribui¢des normais de média 100 nos paises A € B e que se recolheu uma amostra
de dimensdo 16 no pais 4 e outra de dimensdo 10 no pais B. Admitindo que as
variancias nas duas populagdes sdo 1guais, qual a probabilidade do quociente entre as

© A . . . 1'2 12 .
variancias corrigidas das duas amostras, S 4/S g, ser superior a 3,777 Calcule a

probabilidade de S /S 5<0,386.



